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  MHDتوازن 

 

  ؟MHDلماذا نستخدم  1.9

. MHDو ،)two-fluid(والمائع المزدوج ، Vlasov: ھيمستویات لوصف البلازما ثلاثة  یوجد

نستخدم إذا والسؤال الذي یطرح نفسھ لماذا . دقة الأقلھو  MHDدقة والـ  الأكثر Vlasovویعتبر 

MHD أنتكمن في  الإجابة؟ MHD  واستخدام )جاھریھ(ھي  وصف من وجھة نظر ماكروسكوبیة ،

MHD  الكثیر من التفاصیل والدقة التي توفرھا  إنكفاءة في الحالات في حین  أكثریعتبرVlasov 

مناسبة في الحالات التي تكون ذات طبیعة  بالأخص MHD. تكون غیر ضروریة المزدوج المائع

لـ ) الجوھري(من الصعب جدا نمذجة ھذه الحالات باستخدام التوجھ المیكروسكوبي  لأنھھندسیة معقدة 

Vlasov مستوى في  مالأھالطریقتین الاخرتین للمائع ولان التعقیدات الھندسیة في الغالب ھي  أو

البلازما یتم  لأشكالالثلاثة، والمدى المحدود  للأبعادالاتزان والاستقرار الكلي مثل . MHD وصف

 Vlasovوجھة نظر  أووالمواضیع التي تتطلب استخدام نموذجي المائع . MHDتحلیلھ باستخدام 

حین فھم بشكل بسیط  إلىنؤجل مناقشتھا  أنحرجة یمكن  أسئلةتكون مھمة، ولكن ھذه  أنممكن 

ذات علاقة بالحالات التي تستخدم فیھا  بالأخصھي  MHDوجھة نظر . MHDاستخدام ومختصر 

على ھذه الحالات ھي البلازما  الأمثلةومن . تعجیلھا أولتحدید وحصر البلازما القوى المغناطیسیة 

دینامو النجمي والكوكبي، المحصورة في الاندماج المغناطیسي، وبلازما النظام الشمسي والفلكي، وال

وبالرغم من . magnetoplasmadynamicوالقوس الكھربي، والدفع بدینامیكیة المائع المغناطیسي 

 MHDوفي الواقع وصف  MHDالمعادن المنصھرة لیست بلازما، ولكن یمكن وصفھا باستخدام  إن

  .مادقة في وصف المعادن المنصھرة من وصف البلاز والأكثرملائمة  الأكثرھو 

 أنواعلكافة  أساسيسوف نبدأ نقاشنا بفحص خصائص محددة للمجالات المغناطیسیة لنكون مفھوم 

  ھي، MHDمعادلة الحركة لـ . واستقرارھا MHDالتي تحكم اتزان  الإجھاد
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لزوجة تكون و. J x Bتحتوي على القوة المغناطیسیة  لأنھاوھي معادلة عامة للحركة لمائع عادي 

ولكن، عندما یكون ھناك . للحركة MHDالبلازما في العادة صغیرة جدا ویمكن استبعادھا من معادلة 

نعتبر  أنكنا نرغب في  إذاالذي تسببھ اللزوجة  الإخمادازدواج، فان ھذا یتطلب استخدام حد یعبر عن 

ان البلازما سوف تبرم حول ف وإلامطلوب لموازنة الازدواج،  الإخمادحالة التوازن وھذا لان مثل ھذا 

، وحتى ذلك الوقت سوف نھمل حد 9.9وھذه الحالات سوف نناقشھا في الجزء  . تتوقف أننفسھا بدون 

  ).1.9(اللزوجة من المعادلة 

  

 مجال الفراغ المغناطیسي  2.9

والتي لا یمر فیھا تیار التي تھمنا  خارج المنطقةینتج من التیار الكھربي ابسط المجالات المغناطیسیة 

لا یوجد تیار  ولأنھ. یوجد في الفراغ لأنھھذا المجال المغناطیسي یسمى بمجال الفراغ . كھربي

  :موضعي، فان مجال الفراغ یحقق المعادلة التالیة

 

یكون تدرج جھد  أندائما یساوي صفر، فان مجال الفراغ یجب ) gradient(التدرج  curl إنوحیث 

ولھذا السبب فان مجال الفراغ . Bvac =  ∇ψنعبر عنھ بـ  أنمجال الفراغ یمكن  أن، أي ψقیاسي 

 B· ∇ولان كل المجالات المغناطیسیة تحقق . یعرف باسم مجال الجھد المغناطیسي أیضاالمغناطیسي 

  یحقق معادلة لابلاس، ψ، فان الجھد 0=

 

تستدعى لتشارك عندما  أنوعلیھ فان النظریة الریاضیة الكلیة لمجالات الفراغ الكھروستاتیكي یمكن 

على مشتقاتھا  أو ψما كانت  إذانظریة الفراغ الكھروستاتیكي تبین . ندرس مجالات الفراغ المغناطیسي
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كان شكل  إذا كذلك، .Vتحدد بشكل استثنائي في  ψ، وبالتالي فان Vالذي یحدد الحجم  Sالسطح 

الاتزان متماثل في اتجاه ما فان معاملات الدوال التفاضلیة الجزئیة الخطیة ذات العلاقة لا تعتمد على 

الفراغ . في ھذا الاتجاه المھمل Fourierھذا الاتجاه، وقد تكون المعادلات الخطیة ھي تحویلات فوریھ 

. معادلة لابلاس والتي ھي خطیة إلىبطبیعتھ متماثل في كل الاتجاھات ومعادلة بوزون تتقلص 

احد المعادلات القیاسیة في الفیزیاء  إلىالعلاقة الخطیة والمتماثلة تسبب تقلص معادلة لابلاس و

ھذا الشكل محوري  إنوافترض  r,θ,z إحداثیاتھعلى سبیل المثال، اعتبر شكلا اسطوانیا . الریاضیة

معاملات المعادلة  أن، أي zو  θ الإحداثیاتكلا من  إھماللذا یمكن ) azimuthally( مداریاً ومنتظم 

نعبر  أنیمكن  ψ إنتتضمن ) 3.9(تحلیلات فوریھ للمعادلة . zو  θ  التفاضلیة الجزئیة لا تعتمد على

، فان المعادلة kو  mاختیار لـ  ولآي. exp(imθ+ikz)متراكبة خطیة تتغیر بالعلاقة  بأنماطعنھا 

  :تصبح على النحو التالي  )3.9(

 

  :نعید صیاغة المعادلة لتكون على النحو التالي أنیمكن  s=krوبتعریف 

 

ولھذا . Im(kr) and Km(kr)ھو دوال بسل المعدلة ) 5.9(وحلول المعادلة . وھي معادلة بسل المعدلة

  :فان الحل العام لمعادلة لابلاس یكون على النحو التالي

 

المشتقة العادیة على السطح المحدد  أو ψمن خلال  إماتحدد  bm(k)و  am(k)المعاملات  إنحیث 

  .أخرىھندسیة لھا تماثلات  أشكالفي  إیجادھاالحلول المناظرة ممكن . للحجم

مجموع المشتقة  إنى لتنص ع) 3.9(المعادلة . عمومیة أكثرندرسھ بطریقة  أنھذا السلوك یمكن 

واحد من ھذه الحدود  الأقلثلاثة اتجاھات تساوي صفر، وبھذا فان على  أوالجزئیة الثانیة في اتجاھین 
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تتوافق مع السلوك  ψ′′/ψلان سالب . یكون موجبا أنحد واحد یجب  الأقلیساوي صفر وعلى  أنیجب 

حل لمعادلة لابلاس  وأي، )غیر التوافقي(یقابل السلوك الاسي  ψ′′/ψوموجب ) التوافقیة(الاھتزازیة 

في حالة المثال ذو الشكل  zاتجاه  أو θاتجاه (اتجاھین  أویكون اھتزازي في اتجاه  أنیجب 

  )الاسطواني

تعقیدا من مجالات الفراغ، وعلى نحو مخالف  أكثرالمجالات المغناطیسیة في المناطق الغیر فراغیة 

جال في غیر وھذا لان الم. تحدد بشكل استثنائي بواسطة حدود السطح أنلمجالات الفراغ، لا یمكن 

مجالات الفراغ ممیزة عن المجالات . الفراغ یحدد بكلا من توزیع التیار داخل الحجم والسطح المحدد

دعنا . Vللحجم  Sغیر الفراغیة لان مجالات الفراغ ھي اقل طاقة تحقق الشروط الحدیة على السطح 

  .نثبت ھذه الجملة الآن

ھي المجال  Bmin(r) إنولنفرض . الذي یحقق الشروط الحدیة Sمحاط بالسطح  Vاعتبر حجم 

المغناطیسي الذي لھ اقل طاقة مغناطیسیة مخزنة في كل المجالات المغناطیسیة الممكنة التي تحقق 

اقل طاقة مجال ھي مجال  إن لإثباتونحن سوف نستخدم طرق الریاضیات المتغیرة . الشروط الحدیة

 .الفراغ

 

ھي الشكل الذي لھ اقل طاقة  Bmin، التشكیلاتمجال المغناطیسي لمختلف طاقة ال 1.9الشكل 

 مغناطیسي للشروط الحدیة المعطاة
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المجال . Bminتحقق بعض الشروط الحدیة مثل  B(r)افترض مجال مختلف قلیلا یرمز لھ بالرمز 

ھو تغیر اختیاري  δB(r)حیث ان  B(r) = Bmin(r) + δB(r)نصفھ على انھ  أنالمختلف قلیلا یمكن 

یمثل خیارات مختلفة متاحة  الأفقيالمحور  إنحیث  1.9ھذه الحالة موضحة في الشكل . Bminحول 

 أنیجب  δB(r)، و Bminتحقق نفس الشروط الحدیة مثل  .B(r)ولان . .B(r)ومتصلة لدالة المتجھ 

  :یمكن حسابھ على النحو التالي B(r)المرتبط بـ  Wمقدار الطاقة . Sتتلاشى على السطح 

 

  

نختارھا لتكون ضد اتجاه التوازي  أنیمكن  δBكان الحد في الوسط لا یتلاشى، فان  إذا

)antiparallel ( لـBmin  داخلV  وبھذا یكون حاصل ضربδB.Bmin ولان . قیمة سالبةδB 

 δBھذا الاختیار لـ .  2(δB)سوف تكون اكبر من مقدار  δB.Bminقیمة صغیرة، فان  أنھاافترضت 

ھي  Bmin إنطاقة مجال، وھذا یتعارض مع الافتراض  لأقلالمفترضة اقل من الطاقة  Wسوف یجعل 

نحقق  أنھي القیمة الدنیا ھو  Bmin إنوعلیھ، فان الطریقة الوحیدة لنتأكد . في الواقع اقل طاقة مجال

  :المعادلة التالیة

 

، B·  ×A−A· ×B = (A×B) .∇متجھ الو δB =∇ × δAباستخدام . δBلیس مھما كیف نختار 

  لنحصل على بالتجزئةتكامل  أنیمكن ) 8.9(المعادلة 
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وھذا وسطح . باستخدام نظریة جاوس Sتكامل سطحي على السطح  إلىیتحول  أنیمكن  الأولالحد 

التغیر یحقق نفس الشرط  إنتذكر (تتلاشى على السطح الحدي  أنیجب  δAالتكامل یتلاشى لان 

وبھذا  Vتكون اختیاریة داخل  أنیجب  V ،δAاختیاریة داخل  δBولان ). الحدي عند اقل طاقة مجال

وبھذا، فان . Bmin = 0×∇یكون  أنلیتلاشى ھو ) 9.9(فان الطریقة الوحیدة للحد الثاني في المعادلة 

Bmin  تكون مجال فراغ أنیجب.  

. الشروط الحدیة المحددة على السطح محصورة داخل حجم ما إنافترض : نتیجة طبیعیة مھمة وھي

كل التشكیلات التي تحقق الشروط . تتحقق بحل المعادلات أنھذه الشروط الحدیة تعتبر قواعد یجب 

المجالات  وعلیھ فان. الأقلالحدیة المفروضة والتي لھا تیار محدود داخل الحجم لیست ھي حالة الطاقة 

للتحكم في الشروط الحدیة للحفاظ على غیر الفراغیة یمكن، من ناحیة المبدأ، تمتلك طاقة حرة متاحة 

  عدم الاستقرار 

 

التغیر . مخطط طاقة المجال المغناطیسي یعتمد على شكل النظام مع شروط حدیة محددة 2.9الشكل 

أشكال القوة الحرة ھي الطاقة الدنیا الموضعیة  .في الشكل یتطابق مع الأشكال المختلفة للتیار الداخلي

 .الأقل في حین أشكال الفراغ لھا القیمة المطلقة
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 القوة مھملةالمجالات  3.9

مجال الفراغ لھ اقل طاقة یحقق الشروط الحدیة المفروضة، فان التشكیلات الغیر فراغیة  إنبالرغم من 

یوجد مجموعة من تشكیلات الطاقة العالیة  لأنھوھذا . اقل مستوى طاقة إلىلیس بالضرورة تضمحل 

التیار لا  .force-free statesالتي یضمحل النظام لھا، وھذه تعرف باسم مستویات القوة المھملة 

یساوي صفر في مستوى القوة المھملة ولكن المجال المغناطیسي یكون صفر لان كثافة التیار في كل 

ذو قیمة  Bو  Jكلا من  إنیتلاشى بالرغم من  J × Bفان وعلیھ . مكان توازي المجال المغناطیسي

  .محدودة

حالة مستوى القوة  إلىكانت البلازما في البدایة في حالة مستوى القوة الغیر مھملة وتتطور بعد ذلك  إذا

لا یكون ھناك قوى تعمل على تغیر حالة  لأنھتصبح ملتصقة في المستوى القوة المھملة  فإنھاالمھملة 

   .الاتزان

الطاقة المطلقة الدنیا للشروط الحدیة المحددة،  يالقوة المھملة لیس ھ اتالطاقة المغناطیسیة للمجال ذ

 ھذه السلسلة من المستویات ھي تشابھ. 2.9موضح في الشكل  تشكیل في الفراغ لأيیا نولكن القیمة الد

ومستویات القوة المھملة  الأرضيومجال الفراغ یشابھ المستوى  المستویات في نظام مكمم حدا ما إلى

  .ھي مستویات طاقة عالیة مكممة

 

 تیارات متوازیة تجذب بعضھا البعض 3.9الشكل 
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  الضغط والشد المغناطیسي 4.9

ھما تیار كما فیمتوازیین یمر  سلكیینفائدة من خلال اعتبار القوة بین  أكثرنحصل على رؤیة  أنیمكن 

 الأخرالناتج عن التیار المار في السلك  السلكیینعند احد  Bحساب المجال المغناطیسي . 3.9في الشكل 

التیارین المتوازیین یجذبان  أنباتجاه بعضھما البعض، أي  السلكیینقوة تدفع  J × B أنیوضح 

وحزمة من . بعضھا البعض والمتعاكسة تتنافر مع المتوازیةوبالمقابل التیارات . بعضھما البعض

سوف یتولد بینھم جذب متبادل مما ینتج عن ذلك قوة  4.9المتوازیة الموضحة في الشكل  الأسلاك

نستبدل الحزمة بتیار موزع بحیث ینقل التیار  أنكما یمكن . صافة تعمل على تقلیل قطر الحزمة

 ضغطةتأثیر قوة تعرف باسم وھذا ینكمش للداخل ب. بواسطة بلازما اسطوانیة ذات نصف قطر محدود

  . pinch effect ضغطةباسم تأثیر ال أو pinch forceالقوة 

والذي المجال المغناطیسي المداري في  tensionقوة شد  إنھاكما لو  ضغطةنتصور قوة ال أنیمكن 

وتوسیع ھذا الافتراض المجازي فان المجال المغناطیسي المداري یمكن . یلتف حول التیار الموزع

 أوالتیار الموزع وتضغط  طوالتي تطوق وتحی elastic bandتصوره على انھ یعمل كحزمة مرنة 

ما البعض دائمین یجذبان بعضھ مغناطیسیینھذا المبدأ متوافق مع حالة . قطر اقل إلىالتیار  تضغط

خطوط المجال المغناطیسي تنطلق . عندما یكون القطبین الشمالي والجنوبي یواجھان بعضھما البعض

 إننقول  أنوھكذا یمكن  الأخرالقطب الجنوبي للمغناطیس  إلى المغناطیسیین لأحدمن القطب الشمالي 

  .قوة التجاذب بین المغناطیسیین ھي قوة شد في خطوط المجال على امتداد الفجوة بینھما

 

  حزمة من التیارات تجذب بعضھا البعض، وتعطي قوة ضاغطة قطریة إلى الداخل 4.9الشكل 
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ولان التیارات متعاكسة على جانبي . 5.9لنعتبر تیار یمر في حلقة مثل ما ھو موضح في الشكل  الآن

. للحلقة الأخرالتیار عند الجانب  وعنصرة، فان ھناك قوة تنافریة بین عناصر التیار عند كل نقطة الحلق

 hoop forceقوة الطوق ھذه القوة تعرف باسم . والنتیجة النھائیة ھو قوة تعمل على تمدد قطر الحركة

مفھوم  إدخالنفسر قوة الطوق بشكل مجازي من خلال  أنمن الممكن . hoop stressجھد الطوق  أو

 أكثر، خطوط المجال المغناطیسي المرتبطة بالتیار تكون 5.9وكما في الشكل . الضغط المغناطیسي

ولان . كثافة في داخل الحلقة من خارجھا، ھذا تأثیر ھندسي ناتج عن التقوس في مسار التیار الكھربي

ال المغناطیسي في الداخل شدة المجال المغناطیسي تتناسب طردیا مع كثافة خطوط المجال، فان المج

المجال المغناطیسي في . في الداخل من الخارج أقوى B2 إنسیكون اكبر منھ في الخارج، بمعنى 

من خلال تحدید ضغط مغناطیسي  الطوقمستوى الحلقة عمودي على المستوى ویمكن شرح قوة 

من خارجھا، فان في داخل الحلقة  أقوى B2ولان . Bوتعمل في اتجاه عمودي على  B2یتناسب مع 

القوة الخارجیة الناتجة عن اختلال توازن الضغط متوافقة مع قوة . الضغط المغناطیسي الداخلي اكبر

  .الطوق

 

 رسم منظوري ومشھد علوي للمجالات المغناطیسیة المتولدة بواسطة حلقة تیار كھربي 5.9الشكل 

 

نتخیل التأثیر المركب للضغط المغناطیسي وقوة الشد من خلال حلقة التیار الكھربي  أنالممكن من 

سیارة، كما في الشكل  بإطارھذه الحلقة في البدایة لھا صلة  إنافترض . موصلة وبقطر محدد إنھاحیث 

سوف تعمل على  ضغطةقوة ال إنقوة الطوق سوف تعمل على جعل قطر الحلقة یزداد، في حین . 6.9
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السیارة یتحول بشكل  إطاروالنتیجة النھائیة ھي قوة مركبة تعمل على . قطر الحلقة یتناقص جعل

 )قطر رئیسي كبیر، وقطر ثانوي صغیر(دراجة  إطار إلىمتناسب 

 

 

  نقل تیار الحلقة السمیكة والصغیرة إلى الحلقة الكبیرة القوة المغناطیسیة تعمل على  6.9الشكل 

 

  المغناطیسيتنسور الإجھاد  5.9

تختلف في الاتجاھات المختلفة،  ةالقوة المغناطیسی إنوجود الضغط المغناطیسي وقوة الشد توضح  إن

ھذا ریاضیا،  ننشئولكي . الغیر متماثل الإجھادتمیز بواسطة تنسور  أنوكذلك القوة المغناطیسیة یجب 

القوة المغناطیسیة لنعبر عنھا  إیجادیساعد في  B2/2 = B·∇B + B×∇×B∇فان المتجھ التعریفي 

  :بالشكل التالي
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وعند أي . استخدمت B +B. ∇B = B.∇B(B.∇) = (BB).∇ھي تنسور الوحدة والعلاقة  Iحیث 

موازي للقیمة الموضعیة  zالكارتیزیة بحیث یكون المحور  الإحداثیاتنعرف نظام  أنیمكن  rنقطة 

  :على النحو التالي) 1.9(وبالتالي یمكن كتابة المعادلة  Bللمجال 

 

یعمل مثل الضغط في الاتجاھات العرضیة على المجال المجال المغناطیسي  إننؤكد على  أخرىمرة 

B ) أي الاتجاھاتx  وy ومثل قوة الشد في الاتجاه الموازي للمجال ) في النظام الكارتیزي الموضعي

B . یكون مضللا عند استخدامھ لان من الممكن  أنالتفسیر المبین أعلاه مفید جدا، ویمكن  إنفي حین

بوضوح لا تمتلك  J ×Bعندما في الواقع لا یوجد قوة لان  Bیفسر ضمنیا وجود القوة في اتجاه  أن

ید نع أنوبطریقة أكثر دقة لتوضیح العلاقة بین الضغط المغناطیسي وقوة الشد ھو . Bمركبة في اتجاه 

  :على النحو التالي) 10.9(ترتیب السطر الثاني في المعادلة 

 

  أو 
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  وھنا

  

ھي متجھ نصف القطر الموضعي  Rھو قیاس لانحناء المجال المغناطیسي عند نقطة على خط المجال و

) 13.9(في المعادلة  κالحد . یتجھ من مركز الانحناء نقطة محددة على خط المجال Rالمتجھ . للانحناء

 إنتذكر (یصف القوة التي تعمل على تقویم المجال المنحنى وبدقة أكثر ھذا الحد یصف خط مجال الشد 

یصور القوة المغناطیسیة الناتجة  B2⊥∇الحد الذي یتضمن  أما). الشد یعمل بالمثل على تقویم الانحناء

  .دقة ھو قوة الطوق أكثرعن تدرج الضغط العمودي على المجال المغناطیسي وبتعبیر 

  

مجال الفراغ المغناطیسي یكون اقل مستوى طاقة في كل المجالات التي  إنفي نقاشنا السابق وضحنا 

على (لبعض الشروط الحدیة  یكون مجال الفراغ منحني أنیمكن . تحقق الشروط الحدیة الموضوعة

كلاھما ) 13.9(وفي مثل ھذه الحالة الحدین في المعادلة ) محدودة بأبعادالمثال المغناطیس الدائم سبیل 

نفكر في مستوى الطاقة الدنیا لأي شروط حدیة  أنویمكننا . محدود ولكنھما یلغیا بعضھما البعض

مطاطي قاسي والذي اخذ شكل ) تیوب(وم نظام مكون من خرطمعطاة على إنھا تناظر حالة اتزان 

التیارات سوف تجعل شكل ھذا النظام . مجال الفراغ المغناطیسي وطرفیھ مثبتان عند السطح المحدد

یحید عن حالة الاتزان، ولكن لان أي تغیر في الشكل یتطلب بذل شغل على النظام، فان التیارات 

  .أعلىالمتغیرة تجعل النظام موجودا في مستوى طاقة 
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 حفظ الفیض، والطاقة الدنیا والحث 6.9

الحث . دراسة علاقتھ مع حث الدائرة الكھربیة يلفھم سلوك المجال المغناطیسي ھ أخرىطریقة مفیدة 

الذي یربط العنصر مقسوما  Φلعناصر الدائرة الكھربیة یعرف على انھ الفیض المغناطیسي  Lالذاتي 

   أنالمار في العنصر، أي  Iعلى التیار 

  

 أثار إلىتشیر  C إنولنفترض  Vفي حیز محدود حجمھ  Iلنفترض دائرة بھا ملف یمر فیھ تیار كھربي 

والفیض المغناطیسي الكلي للفات الملف یمكن التعبیر عنھ . للسلك المكون للملف الأبعادالكونتور ثلاثي 

  :بالمعادلة التالیة

  

الطاقة . الكھربیة في الدائرة المرتبطة بالملفكل مساحة العناصر حیث التكامل السطحي على 

  :الموجودة في المجال المغناطیسي والناتجة من الملف ھي على النحو التالي

  

فان الطاقة المغناطیسیة  B.∇×A−A.∇×B = (A× B) .∇ولكن، باستخدام تعریف المتجھ 

  :تصبح على النحو التالي
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. ∞Sحیث تم استخدام قانون جاوس للحصول على الحد الثاني، التكامل على السطح اللا محدود 

بسرعة  الأقلیتراجع على  أنالمجال المغناطیسي اللا محدود یجب ) i(التكامل السطحي یتلاشى لان و

یقاس  Aمقدار متجھ الجھد ) ii(المسافة من نقطة الأصل،  Rحیث  B ~ R3 إنثنائي القطب، أي 

  .R2والسطح في المالانھایة یقاس بـ ) iii(، وA~B2أي ان  Bبمقدار تكامل 

  :على النحو التالي) 18.9(باستخدام قانون أمبیر یمكن كتابة المعادلة 

  

یمكن . تكون محددة فقط في سلك الملف ولھذا فان التكامل یصبح تكامل حجمي للسلك Jعلى كل حال، 

عنصر الطول على امتداد السلك،  dlحیث  d3r = ds.dlان نعبر عن عنصر الحجم للسلك بالمعادلة 

والتي ) 19.9(متوازیان، فانھ من الممكن تبدیلھما في المعادلة  dlو  Jولان . مساحة مقطع السلك dsو

  :بح على النحو التاليتص

 

 

وعلیھ، فان الطاقة المختزنة في المجال المغناطیسي . ھي التیار الذي یمر في  السلك J.ds=Iحیث 

  .في الملف حثیھوالناتجة من الملف ھي طاقة 
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كان ھناك تغیر في  وإذایكون محفوظا  أنكان الملف یشكل دائرة متصلة تماما فان الفیض یجب  إذا

التیار المغلق المار في البلازما الموصلة تكافئ . الفیض، فان جھد كھربي سوف ینشأ على طرفي الملف

  .تعتبر كحافظة للفیض أنملف مغلق یمر فیھ تیار كھربي وعلیھ فان البلازما الموصلة یمكن 

لسطر الأخیر في المعادلة ، فان المعادلة الثانیة من اΦ = const أنكان الفیض محفوظا أي  إذا

ترتیب طبولوجیا الدائرة بما یعمل  بإعادةالطاقة المغناطیسیة للنظام سوف تنخفض  إنتبین ) 20.9(

   .على زیادة الحث الذاتي

ولھذا أي زیادة في . یمكن اعتبار البلازما الساخنة حافظة فیض جیدة بسبب الموصلیة الكھربیة العالیة

جیا تیارات البلازما وسوف تتحرر طاقة یمكن استخدامھا في التحكم في الحث یعمل على تغیر طبولو

ولان القوة تعمل على تقلیل طاقة وضع النظام، فان القوة المغناطیسیة الناتجة عن التیار . الاستقرار

ناتجة عن  Fالقوة  إنكتب ن أنومن الممكن . المار في البلازما سوف یعمل على زیادة الحث الذاتي

  :على النحو التالي Lالفیض المحافظ في الحث  التغیر في

  

وقوة الطوق . القوة متفقة مع ھذا التفسیر لان حث الموصل یتناسب عكسیا مع نصف القطر ضغطة

 نشرح أنویمكن . متفقة مع ھذا التفسیر لان الحث لحلقة التیار تزداد بزیادة نصف قطر الحلقة أیضا

في حالة حدوث خلل في . عند حدوث خلل في الاستقرار، فیما بعدتعقیدا، خصوصا  أكثر اسلوك

ولان الملف . مسار حلزوني إلىالاستقرار یكون التیار الابتدائي یمر في صورة خط مستقیم ثم یتحول 

ثیر خلل الاستقرار یعمل على زیادة الحث  ُ الحلزوني یمتلك حث اكبر من حالة السلك المستقیم، فان تأ

  .الذاتي للدائرة

  

  الاتزان الدینامیكي مقابل الاتزان الساكن 7.9

) ii(والتي لا تمتلك سرعة تدفق و) 1.9(حل الزمن المستقل للمعادلة ھو  بأنھالاتزان الساكن ) i(عرفنا 

في حالة الاتزان الساكن  U=0ولھذا فان . الاتزان الدینامیكي كحل بسرعات تدفق في حالة الاستقرار
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 MHDوللاتزان الساكن تصبح معادلة . محدودة ومستقرة في حالة الاتزان الدینامیكي Uفي حین 

  :مختزلة في الصورة التالیة

 

  :تختزل في الصورة التالیة MHDوللاتزان الدینامیكي فان معادلة 

 

سوف  الأخیرتینللمعادلتین  curlالـ  وبأخذ. اللزوجة vاللزج و  الإخمادیمثل  الأخیرالحد  إنحیث 

  إنتكون محفوظة أي  أنان القوة المغناطیسیة یجب فنلاحظ في حالة الاتزان الساكن 

∇ × (J × B) = 0  الاتزان الدینامیكي تكون القوة المغناطیسیة غیر محفوظة لان في  إنفي حین

وعلیھ تكون خاصیة المجال المغناطیسي مختلفة نوعا ما في كلتا . 0 ≠  (J ×B) × ∇الحالة العامة 

 stellaratorsو  tokamaksحصر البلازما مثل  لأجھزةالاتزان الساكن مناسب . الحالتین

الاتزان الدینامیكي یكون مناسب في حالة  إنفي حین  spheromaksو  reversed field pinchesو

للـ  أیضاالتفریغ الكھربي والمحركات النفاثة والمجنیتوھیدرودینامیك، ولكن قد تكون مناسبة 

tokamaks  كلا حالتي الاتزان الساكنة والدینامیكیة تحدث في فراغ . كان ھناك تدفق إذا، أخرهوالى

  .البلازما

 
  Bennett pinchھندسة الـ  7.9الشكل 
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  الاتزان الساكن 8.9

 Bennett pinch: الاتزان الساكن في بعدین 1.8.9

 Bennettعلیھ اسم  وأطلق 1934في العام  Bennettمن اكتشف ابسط اتزان ساكن العالم  أول

pinch  ضغطةأي Bennett أو z-pinch )وz  التشكیلة الموضحة في ). اتجاه التیار إلىھنا تشیر

، تتكون من عدد لا نھائي من البلازما اسطوانیة متماثلة على طول محورھا بكثافة تیار 7.9الشكل 

  .ولا یوجد أي تیارات كھربیة أخرى Jz = Jz(r)كھربي محوري 

  :یكون على النحو التالي rالتیار المحوري یسري داخل دائرة نصف قطرھا 

 

  :التیار المحوري ترتبط بتكامل ھذا التیار من خلال المعادلة التالیةوكثافة 

 

  :قانون أمبیر یعطى على النحو التالي إنوحیث 

 

  :تكتب على النحو التالي أنیمكن  22.9المعادلة 

 

ھي نصف القطر الخارجي للبلازما الاسطوانیة،  a، حیث r=a إلى r=0من  27.9بتكامل المعادلة 

  :التالیة تعطي العلاقة
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كانت درجة الحرارة  وإذا. بالتعریف P(a) = 0لان  r=aو  r=0الحد ذو التكامل یتلاشى عند كلا من 

 أنیمكن ) 28.9(وبالتالي فان المعادلة  P(r) = n(r)κTنعبر عنھ بـ  أنمنتظمة، فان الضغط یمكن 

  :نعبر عنھا بالشكل التالي

 

تعرف ) 29.9(المعادلة . تمثل عدد الجسیمات لكل طول محوري  إنحیث 

ھي مستقلة عن تفاصیل  T، و N، وتبین لنا مقدار التیار اللازم لحصر عدد من Bennettعلاقة باسم 

یحصر  أنبالإمكان لتیار بسیط  بأنھوتقترح  MHDھذه العلاقة تصف ابسط توازن . الكثافة الداخلیة

ھذه العلاقة شجعت لتصمیم أجھزة حصر نووي مغناطیسي ولكن كما سوف . بلازما ذات ضغط كبیر

اتضح انھ بعید جدا عن حالة  z-pinchھذا الاقتراح تفاؤلي أكثر من اللازم لان اتزان  إننرى فیما بعد 

  .الاستقرار

، ولكن ھذه التشكیلة،  أیضاممكنة  azimuthalالحصر باستخدام التیارات المتدفقة في الاتجاه المداري 

یتغیر التیار المداري بسرعة في الملف  θ-pinchفي . مؤقتة بالأساس، وھي θ-pinchتعرف باسم 

. 8.9مؤقت كما ھو موضح في الشكل  Bzالمار حول البلازما الاسطوانیة ویعمل مجال مغناطیسي 

یخترق  أنلا یستطیع  Bzتحافظ على الفیض المغناطیسي، والمجال المؤقت  فإنھاولان البلازما موصلة 

 Bzھذا الاستثناء للمجال . البلازما وبالتالي فانھ محصور في منطقة الفراغ بین البلازما والملف

والذي یعمل على إنشاء مجال في سطح البلازما بواسطة البلازما یتطلب وجود تیار مداري مستحث 

  .الناتج في الملف Bzخل البلازما یلغي تماما المجال المؤقت مغناطیسي في دا

ھو المجال  Bzحیث  J × B =Jθˆθ × Bzˆzقوة الحصر القطریة تنتج من القوة الداخلیة القطریة 

ولكنھا  أخرىوبطریقة . ھي التیار السطحي في البلازما Jθالمغناطیسي المرتبط بالتیار في الملف و 

الداخل ومن ثم  إلى، فان دفع البلازما تبعد التیار المداري في الملفالتیارات المعاكسة  إنمكافئة ھو 

http://www.trgma.com


 

 www.trgma.comالمركز العلمي للترجمة  
20 

مطلوبة مؤقتا لان التیار السطحي  θ-pinchوتشكیلة  .معادلة القوة الخارجیة تحت ضغط البلازما

  . یدعم حالة الاستقرار أنالمستحث لا یمكن 

 

التغیر السریع في التیار المداري یحدث تیار مداري معاكس ومساوي . θ-pinchتشكیلة  8.9الشكل 

  .بین ھذین المجالین یدفع البلازما ویحصرھا Bzضغط المجال . لتیار البلازما السطحي

 

 

 virialنظریة : تعذر الحصر الذاتي للتیار في البلازما في الأبعاد الثلاثة 2.8.9

التیارات المحوریة تسري في اسطوانة بلازما ذات طول لانھائي تولد قوة  إنیوضح  Bennettتحلیل 

في اتجاه الدخول  الضغطةوقوة . تعمل على حصر بلازما ذات ضغط محدود pinch force ضغطة

النتیجة  أنھل من الممكن  ھو الآن السؤال. تعادل القوة في اتجاه الخروج المرتبطة بتدرج الضغط

ذات ضغط محدود البلازما  أنمن الممكن ھل  إنالثلاثة، أي  الأبعاد إلىتوسع  أنن یمك الأبعادالثنائیة 

محصورة بالكامل بواسطة التیارات  إنھا، حیث 9.9، كما ھو موضح في الشكل الأبعادثلاثیة تكون  أن

یكون لدینا بلازما كرویة ذات نصف  أنتحدیدا، فانھ من الممكن  أكثرولنكن  ؟تسري في البلازما التي

قطر محدود محاطة بالفراغ حیث یكون حصر البلازما ذات الضغط المحدود ناتج عن القوة 
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 الإجابةتمسك البلازما نفسھا؟  أن بالإمكانالمغناطیسیة للتیارات التي تسري في البلازما، بمعنى ھل 

  ).  Shafranov )1966بسبب  virialحسب نظریة ، "لا"المدویة ھي 

التكامل على كامل النظام وتحتوي على معلومات عن كیف خاصیة  لإجراءمناسبة  virialنظریة 

یمكن  virialعلى سبیل المثال، في المیكانیكا نظریة . تتجزأ في النظام أنواسعة الانتشار مثل الطاقة 

  .الطاقة الحركیة أوتكون متوسط الزمن للجھد  أن

 

  .بضغط محدود محاط بالفراغكرة بلازما  9.9الشكل 

  

ھذا  أنالحصر الذاتي موجود وكذلك تبین  إنتم الحصول علیھا بافتراض  MHDللـ  virialنظریة 

  .تعارض إلىیؤدي 

  :سوف نسلم بوجود بلازما كرویة ذات الخصائص التالیة فإننالذلك 

 البلازما لھا نصف قطر محدد ومحاطة بالفراغ، )1(

 ساكن، MHDالبلازما في حالة توازن   )2(

البلازما لھا ضغط داخلي محدود وتدرج الضغط متوازن مع القوى المغناطیسیة الناتجة عن  )3(

 .التیارات التي تسري في البلازما، أي انھ لا یوجد تیارات في منطقة الفراغ المحیطة بالبلازما

  :نحو التاليالساكن یمكن التعبیر عنھ على ال MHDفان اتزان ) 11.9(و ) 10.9(باستخدام المعادلتین 
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  :یعرف من خلال المعادلة التالیة Tالتنسور  إنحیث 

 

  . نقطة الدراسة إلىتكون المتجھ من مركز البلازما  إنلنفترض 

  virialلنعتبر معادلة 

 

)) 11.9(أو المكافئة من المصفوفة في المعادلة ) (31.9(ومن المعادلة . حیث 

 نرى ان 

Trace T =3P +B2/2μ0 

  .بالتأكیدموجبة 

  

من المعادلة  الأیمنولان الطرف . على كل الفراغ) 31.9(بتكامل طرفي المعادلة  الآنسوف نقوم 

والتكامل للطرف . على كل الفراغ یكون محدودا وموجبا الأیمنموجبا، فان التكامل للطرف ) 32.9(

  .تكامل سطحي عند المالانھایة باستخدام نظریة جاوس إلىیمكن ان یتحول  الأیسر
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  .یساوي صفر على السطح في المالانھایة Pالبلازما لھا امتداد محدود،  إنافترضنا  ولأننا

المتعددة ذات الرتبة الدنیا  الأقطاب إنالمتعددة مع  الأقطابیتوسع عند  أنالمجال المغناطیسي یمكن 

مساحة  إنالكبیرة في حین  rلقیم  r3لثنائي القطب یقاس بـ المجال المغناطیسي و. ھي ثنائي قطب

ویتلاشى عندما  یقاس بـ  الأیسروعلیھ فان الطرف . r2تقاس بـ  السطح 

r→∞ . الذي یكون موجبا وكذلك مجموعة الافتراضات الابتدائیة  الأیمنوھذا یتناقض مع الطرف

، فان اتزان البلازما الساكن الأبعادامتداد محدود، ثلاثي  لأيوعلیھ فانھ . تكون غیر صحیحة أنیجب 

للبلازما  الأبعادالامتداد المحدود، ثلاثي . بعض التیارات خارج البلازما الأقلیتضمن على  أنیجب 

لمغناطیسي ناتج بعض من المجال ا الأقلكان على  إذاتوجد فقط في حالة اتزان  أنالساكنة من الممكن 

بواسطة التیارات في الملفات خارج البلازما والتي تثبت في المكان بوساطة بعض التراكیب 

كانت الملفات مدعمة بتراكیب میكانیكیة، فان التیار في الملفات یمكن اعتباره جزء من  إذا. المیكانیكیة

في  الأبعادلبلازما ثلاثیتھ ود وخلاصة القول، التمدد المحد. سوف تنتھك virialونظریة  MHDبلازما 

یحتوي على جسم خارجي  أنیجب  Pاتزان ساكن مع الضغط الھیدوردینامیكي الداخلي المحدود 

والدعم المتوفر من خلال القوى المغناطیسیة یعمل بین . في الاتجاه المعاكس أوملموس لیدفع ضد 

  .التیارات في الملفات الخارجیة والتیارات في البلازما
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  Grad-Shafranovمعادلة : الأبعاداتزان ساكن ثلاثي  3.8.9

نحاول  أنوقبل . صعبا أمراالثلاثة  الأبعادالحل في  إن إلا، )22.9(بالرغم من الظھور البسیط للمعادلة 

نقرر  أنلعرض المشكلة، بمعنى انھ من المفترض  الأنسبنقرر الطریقة  أنالحل، فانھ من المھم  إیجاد

نتخیل  أنعلى سبیل المثال، من الممكن . نجد حلا لھا أنمنھا یجب  وأيأي الكمیات سوف نصف 

المرتبط بالتیار  B(r)لتحدید المجال المناظر ) 22.9(وبعد ذلك نستخدم المعادلة  P(r)وصف للضغط 

J(r) نفترض وصف لـ  أن، والخیار البدیلB(r)  حدید لت) 22.9(وبعد ذلك نستخدم المعادلةP(r).  

یوجد فقط لمجموعة محدودة جدا من ) 22.9(من ھذه الطرق تعمل لان الحل للمعادلة  أیالسوء الحظ، 

  .الدوال

دائما صحیح  P = 0∇ × ∇ إنیكون محددا ھو  أنالسبب لماذا مجال مغناطیسي اختیاري لا یمكن 

كما انھ من . B(r)محددة من  لأنواعصحیحة فقط  0 = (J ×B) × ∇ إنبقوة الریاضیات حیث 

حیث توضح انھ لا  #2انظر التمرین (یوصف  أنلا یمكن  P(r)ضغط الاتزان الاختیاري  أنالصحیح 

وعلیھ فان الاتزان یوجد فقط لحالات محددة، وھذه ). تحصر ضغط متماثل كرویا أنیمكن  J ×Bیوجد 

كبیرة، وھو الاتزان  أھمیةباختبار مثال ذو  الآنسوف نقوم . تتطلب تماثل في بعض اتجاه ماالحالات 

 أجھزةھذا التماثل ینطبق على الكثیر من ). zالمحور (الساكن ذو التماثل المداري حول المحور 

 reversedو  tokamaksالاندماج المغناطیسي، مثل  أبحاثالحصر المغناطیسیة المستخدمة في 

field pinches  وspheromaks  وfield reversed theta pinches .  

 ,r, φالاسطوانیة  الإحداثیاتفي نظام  zسوف نبدأ عملیة التحلیل بافتراض تماثل مداري حول محور 

z  أي كمیة فیزیائیة  إنبحیثf  لھا خاصیة∂f/∂φ = 0.  

 φكانت المتجھات في اتجاه  إذا، فان المعالجة الجبریة تصبح بسیطة جدا φ = 0∇ × ∇ولان المعادلة 

فان الحد الحلقي  10.9وكما ھو موضح في الشكل . φˆبدلا من  φ =ˆφ/r∇توصف بالحدود 

toroidal  الاتجاه  إلىیشیرφ ) على الامتداد حولtorus )والحد )) نتوء مستدیرpoloidal  إلىیشیر 

  .r-zالمتجھات في المستوى 

  

http://www.trgma.com


 

 www.trgma.comالمركز العلمي للترجمة  
25 

 

 
 

  poloidalالمتجھات الحلقیة والمتجھات  10.9الشكل 
 

  

  :عمومیة ھو المجال المغناطیسي المتماثل حول المحور والي یكون على النحو التالي الأكثرالشكل 

 

  

المرتبط بدائرة نصف قطرھا ھو التیار  I(r,z)و  poloidal fluxباسم الفیض الحلقي  ψ(r,z)تعرف 

r  من المركز على المحورz .المجال المغناطیسي الحلقي یعطى بالعلاقة التالیة:  

 

  .متفقة مع قانون أمبیر ) 34.9(الدالة في المعادلة  إنوھذا یبین 

  ھو poloidalالمجال المغناطیسي الـ 

 

http://www.trgma.com


 

 www.trgma.comالمركز العلمي للترجمة  
26 

   

 ـ والمجال المغناطیسي ال) الخط باللون الأزرق(شكل یوضح الفرق بین المجال المغناطیسي الحلقي 

poloida )ھذا الشكل من خارج الكتاب وقد أدرج لتوضیح الفرق(  )الخط باللون الأحمر(  

  

  

 zومركزھا عند المحور  rعلى مساحة دائرة نصف قطرھا  poloidalتكامل المجال المغناطیسي 

  :یعطى بالعلاقة التالیة

 

 

على وجود  poloidalیعتمد مبدأ فیض و. r,zعند الموقع  poloidalھي فیض ψ(r,z)وبالتالي 

  .r,zتكون في العادة مرتبطة مع الموضع  rوبالتالي فان الدائرة التي نصف قطرھا التماثل المحوري 

 curl، فان وبالأخص. toroidalكذلك التماثل المحوري یوفر علاقة مفیدة بین المتجھین الحلقي والـ 

  لان  poloidalالمتجھ الحلقي ھو 
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  ھو المتجھ الحلقي لان poloidalالمتجھ  curlوبالمثل فان 

 

  ψیكون مؤثر تفاضلي لابلاسیان على  poloidalالمجال المغناطیسي الـ  curlالـ 

 

ھي حلقیة  Bpol×∇لان  G. ∇×F − F.∇×G = (F ×G) .∇ المتجھةوالعلاقة تنشأ باستخدام العلاقة 

  بالكامل 

  وبالتالي من الممكن ان نكتب φˆ = r∇φو

 

یكون ) 41.9(و المعادلة ) 38.9(وعلیھ فان من المعادلة . B =μ0J×∇ إنینص على  أمبیرقانون 

  :على التوالي تعطى بالمعادلتین التالیتین poloidalالتیارات الحلقیة والـ 

 

 و
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وبعد تحلیل المجال ). 22.9(نحن جاھزون لنقوم بحساب القوة المغناطیسیة في المعادلة  والآن

  :تصبح على النحو التالي) 22.9(، فان المعادلة poloidalمركبتین حلقیة و  إلىالمغناطیسي والتیار 

 

. من المعادلة الأیمنیكون في الاتجاه الحلقي وھو الحد الحلقي الوحید على الطرف   Jpol ×Bpolالحد 

. تتلاشى أنیجب  Jpol ×Bpolوبالتالي  φلان كل الكمیات الفیزیائیة لا تعتمد على  P/∂φ = 0∂ولكن 

  إنوھذا یعني 

 

تنتج من التغیرات في التیار  drوالإزاحة الاختیاریة . ψ∇توازي  أنیجب  I∇ إن أیضاوالذي یعني 

  وبالتالي فان dψ = dr· ψو  poloidal dI = dr· Iوالفیض 

 

ودائما  ψتكون دالة في  أنیجب  Iولھا فان . دائما معرفة dI/dψ، فان المشتقة ψ∇توازي  I∇لان 

  نكتب أنممكن 

 

 poloidalنعبر عنھ بدالة فیض  أنیمكن  poloidalوبھذا فان تیار . تعني المشتقة) ′(حیث العلامة 

  :على النحو التالي

 

  :نحصل على المعادلة التالیة) 44.9(بالتعویض عن التیارات والمجالات المغناطیسیة في المعادلة 
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  إنوالتي بدورھا تعني  ψ∇موازیة لـ  أیضاتكون  أنیجب  P∇ إنوھذا یعطي نتیجة ھامة وھي 

 P = P(ψ)  وبالتالي فان∇P = P′∇ψ . لھا معامل اتجاھي مشترك  الآن) 48.9(المعادلة∇ψ  والذي

  معادلة قیاسیة إلىتختزل  الأصليمعادلة المتجھ  إنیجزأ بحیث  أنمن الممكن 

 

 ,Grad-Shafranov )Grad and Rubin 1958ھذه المعادلة، والتي تعرف باسم معادلة 

Shafranov 1966( إن، لھا میزه وھي ψ  إنتظھر في كلا المتغیرات المستقلة والغیر مستقلة، أي 

والتماثل المحوري ممكنا لتحویل معادلة المتجھ ثلاثي . ψ إلىومشتقتین بالنسبة  ψھناك مشتقتین لـ 

 الأبعادالتماثل المحوري یحول النظام الثلاثي  أنولیس غریبا . معادلة قیاسیة في بعد واحد إلى الأبعاد

نظام ببعد واحد یقترح المزید من التعمق  إلى الأبعادولكن التحویل للنظام ثلاثي . الأبعادنظام ثنائي  إلى

  .في الفیزیاء ولیس الاعتماد على التبسیط الھندسي

  لنحصل على) 42.9(نعوض عنھا في المعادلة  أنیمكن  Grad-Shafranovالمعادلة 

 

  :نعبر عنھ على النحو التالي أنوبالتالي فان التیار الكلي یمكن 
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یوازي المجال المغناطیسي ولذلك لا یزود  لأنھ force-freeیعرف باسم تیار القوة المھملة  الأخیرالحد 

  .من المعادلة ھو تیار الدیامغناطیسیة الأیمنعلى الطرف  الأولالحد  أما. قوة بأي

تحل بالطرق  أن، وبصفة عامة، لا یمكن ψھي معادلة غیر خطیة في  Grad-Shafranovمعادلة 

 P(ψ)و  ψتتضمن ثلاثة كمیات مستقلة ھي  لأنھاتحدد بنفسھا حالة الاتزان  أنولا یمكن . التحلیلیة

. لنحدد كمیتین من ھذه الدوال ونحل بالنسبة للثالث Grad-Shafranovولھذا نستخدم معادلة .  I(ψ)و

من  أو أخرىنحددھما من خلال استخدام معادلات  أن إما(تكونا محددتین  I(ψ)و  P(ψ)وعادة الدالتین 

  .ψتستخدم لتحدید  Grad-Shafranovوبھذا فان معادلة ( خلال بیانات النتائج العملیة في المختبر

تحل عددیا، فان ھناك یوجد عدد محدد من  أنیجب  Grad-Shafranovوبالرغم من ان معادلة 

. المثالیة التي تعرض خصائص الاتزان المتماثل محوریا للأمثلةتستخدم  أنھذه یمكن . الحلول التحلیلیة

  ).Solovev )Solovev 1976بفحص احد ھذه الحلول التحلیلیة، حل  الآنوسوف نقوم 

الضغط  إنتفترض  الأولىالفرضیة : عانة بالفرضیتین التالیتینیحدد من خلال الاست Solovevحل 

  :على النحو التالي ψعبارة عن دالة خطیة في 

 

   إنھي ثابت في داخل البلازما بحیث  I أنوالفرضیة الثانیة تفترض 

 

وبتالي بعیدا ، zتتدفق على المحور  zیكون لدینا كل التیارات في الاتجاه  أنتمثل في  الثانیةالفرضیة 

  )).35.9(المعادلة (، فان المجال الحلقي ھو مجال فراغ zعن المحور 

ویعمل  zیكون لدینا سلك یمر بھ تیار نصف قطره صفر ویتجھ التیار نحو محور  أنھذا الترتیب یكافئ 

  .كمصدر للمجال المغناطیسي الحلقي

مشابھة لمشكلة القوة المركزیة حیث وبالتالي فان المشكلة تكون  zیستبعد محور  Solovevتطبیق حل 

تناظر الفجوة في  zوالمنطقة المستبعدة من محور . الأصلیكون مصدر القوة المركزیة مفردا عند نقطة 
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تكون  أن إماتكون محددة، فان البلازما ′I عمومیة حیث  أكثروفي حالة . tokamakالصامولة لجھاز 

المجال الحلقي (یكون بارامغناطیسیة  أن أو) المجال الحلقي اضعف من مجال الفراغ(دیامغناطیسیة 

  ).من مجال الفراغ اقوي

  :تختزل إلى النحو التالي Grad-Shafranovباستخدام ھاتین الفرضیتین البسیطتین فان معادلة 

 

  )Solovevحل (حل دقیق والتي یكون لھا 

 

 αللحالة  z/z0و  r/r0كدالة في  ψیوضح رسم كنتور لـ  11.9والشكل . قیم ثابتةα وr0 و ψ0 إنحیث 

  :11.9الشكل في مختلفة من المنحنیات  أنواعھناك ثلاث  أنلاحظ . 1 =

 

المنحنیات المغلقة المتمركزة، ) ii(، ∞± = z إلىالمنحنى المفتوح یذھب ) i(یوضح  11.9الشكل 

  یفصل النوعین السابقین من المنحنیات separatrixمنحنى وحید یعرف باسم ) iii(و
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  . Grad-Shafranovلمعادلة  Solovevمنحنیات الكنتور للفیض الثابت في حل 

 MHDعدة مزایا مھمة للاتزان  Solovevحالة مثالیة، حیث یشرح حل  فإنھاوبالرغم من ذلك 

اختیرت بحیث ) 55.9(الثوابت في المعادلة . نفحص بعض ھذه المزایا الآندعنا . الأبعادالساكن ثلاثي 

في الشكل  الأطواللان  z = 0و  r = 1في الشكل ھذه النقطة تقابل ( z = 0و  r = r0عند  ψ = ψ0ان 

 magneticباسم المحور المغناطیسي  z = 0و  r = r0یعرف الموضع ). r0 إلىتم تسویتھا بالنسبة 

axis المحور الذي یرتبط بالكنتورات المغلقة للفیض الحلقي لأنھ.  

 ψكانت  إذاانھ ) 55.9(یتضح من اختبار المعادلة . موجبة ψ0 إننفترض بصفة مؤقتة  الآندعنا 

، فان ψقیمة سالبة لـ  لأي. موجبة والعكس صحیح موجبة، فان الكمیات 

 rكانت  إذاوبحالة خاصة، . كبیرة جدا zصغیرة جدا و  rتتحقق بان نجعل  أنیمكن ) 55.9(المعادلة 

تكون سالبة وتؤول  ψوعلیھ، فان كل الكنتورات لـ . تكون لانھائیة أنیجب  zمتناھیة في الصغر فان 

  .من الكنتور) i(من النوع  إنھا أو، ھذه الكنتورات مفتوحة ∞± = z إلى

تحدث عند المحور المغناطیسي  ψ0موجبة فانھ یكون لھا قیمة عظمى  ψكانت  إذاخرى، أومن جھة 

تكون موجودة عند نقطة ما خارج المحور المغناطیسي، ولكن  أنیجب  ψفان  ψ < ψ0 > 0كانت  وإذا

الموجبة یجب ان  ψوعلیھ فان كل خطوط الكنتور لـ . داخل المنحنى فان 

 إلىوھذا یشابھ خطوط المجال التي لا تذھب  تقع داخل المنحنى 

تشكل منحنیات مغلقة في  لأنھامن الكنتور، ) ii(من النوع  أوھذه الكنتورات تكون مغلقة . المالانھایة

  .zو  rالمستوى 

 separatrixھي  ةالمالانھای إلىالكنتور الذي یفصل الكنتورات المغلقة عن الكنتورات التي تؤول 

  :على النحو التالي) ellipse(وتعطى بمعادلة القطع الناقص 

 

سالبة  ψ0كانت  إذاتكون قیمة دنیا  أن أوموجبة  ψ0كانت  إذاتكون عظمى  ψعلى المحور المغناطیسي 

 poloidalللفیض ) وادي أو(نتخیل ھضبة  أنولھذا، یمكننا ). تعتمد على اتجاه التیار الحلقي الإشارة(

الثابتة  ψتكون الكنتورات لـ ) القاع أو(عند المحور المغناطیسي وفي جوار القمة ) قاع أو(موجود بقمة 
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. شكل سطح القطع الناقص αتحدد القیمة . قطع ناقص تحیط بالمحور المغناطیسي أوعبارة عن دوائر 

الحلقیة تتشارك في نفس المحور  الأسطحالفیض المغلقة ھذه تكون في شكل مجموعات من  أسطح

   أنتثبت ) 34.9(مسقط المجال المغناطیسي الكلي یقع على سطح الفیض لان المعادلة . المغناطیسي

 

  .المجال المغناطیسي لا یمتلك مركبة في الاتجاه العمودي على سطح الفیض إنأي 

  :نحصل على) 54.9(في المعادلة ) 55.9(بالتعویض المباشر من المعادلة 

 

  :وبالتالي فان الضغط یعطى بالمعادلة التالیة

 

 P0عند الأطراف فان الثابت  poloidalفیض الـ  ψedgeیتلاشى الضغط عند حواف البلازما فإذا كانت 

  :تصبح على النحو التالي) 58.9(یحدد والمعادلة 

 

 تبدأالجسیمات التي . الجسیمات تلتصق بسطح الفیض إنفي النقاشات السابقة لحركة جسیم مفرد وجدنا 

أي  إلىتنتقل  أنمن الممكن  إنھاعلى ھذا السطح، بالرغم من  الأغلبعند سطح فیض خاص تبقى في 

ثلاثي ) vortex(فورتكس  بالأساسھو ) 55.9(الاتزان المفترض بالمعادلة . جزء على سطح الفیض

الصفر عند  إلىوالضغط في قیمتھ العظمى عند المحور المغناطیسي ومن ثم یقل تدرجیا  الأبعاد

  .الطرف

، وبالرغم من ذلك فھي تعرض الكثیر من Grad-Shafranovھو حل بسیط لمعادلة  بالأخصھذا 

  :المزایا المھمة
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والذي یتمركز حول  poloidalیندمج في اقرب سطح فیض  أن الأبعادیمكن للاتزان ثلاثي  )1(

  .ψالصغرى المحلیة للفیض  أوالمحور المغناطیسي ویتوافق مع القیمة العظمى 

 .المالانھایة إلىالفیض تؤول  أسطح إنیكون سطح الفیض مفتوحا، أي  أن أیضامن الممكن  )2(

 .separatrixالفیض المغلقة والمفتوحة تعرف باسم  أسطحالفیض التي تفصل بین  أسطح )3(

 .B.∇ψ = 0الفیض لان  أسطحالمجال المغناطیسي الكلي یسقط في  )4(

قیمة للضغط  أعلى. poloidalالارتفاع لفیض  أوالضغط المحدود یتوافق مع الانخفاض  )5(

 .قیمة للفیض عند المحور المغناطیسي وأعلى

عن حصر البلازما وھذا ناتج  مسئول ψوالفیض المرتبط بھ  poloidalالمجال المغناطیسي  )6(

وبالتالي فان التیار الحلقي مھم جدا لحصر البلازما في الشكل المتماثل حول . عن التیار الحلقي

فان المجال المغناطیسي الحلقي لا یساھم في عملیة حصر  P(ψ) معطاةقیمة  ولأي. المحور

محدودة، فان البلازما الدیامغناطیسیة  ′Iكانت قیمة  وإذا. I′ = 0كان  إذاالبلازما 

المجال الحلقي لا یساھم بطریقة  إنوبالرغم من .  P(ψ)والبارامغناطیسیة سوف تؤثر على 

انھ یؤثر على معدل تقاطع المجال ومعدل انتشار الطاقة  إلامباشرة في حصر البلازما، 

الانجراف دالة في  أمواج على سبیل المثال، سیكون تردد. P(ψ)وبالتالي على وظیفة الدالة 

 أسطحتسبب انتشار في اتجاه خارجي للبلازما عبر  أنالانجراف یمكن  وأمواجالمجال الحلقي 

 .P(ψ)الفیض، وبالتالي تؤثر على الدالة 

 ذات كمیة الحركة الزاویة الثابتة لان  بالأسطحترتبط  poloidalالفیض  أسطح )7(

 

نعبر عنھا بالمعادلة  أنوعلیھ فان كمیة الحركة الزاویة یمكن . A = ψ/2πr إنوھذا یعني 

  :التالیة

 

الثابتة في عندما  poloidalالفیض  أسطحذات كمیة الحركة الزاویة الثابتة تتوافق مع  الأسطح

m → 0 . فان كمیة الحركة الزاویة لكل ) تماثل محوري(ولان النظام سیكون حلقي متماثل
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الجسیمات بالتقریب لا تمتلك یمكن أن نعتبر  فإنناجسیم ستكون ثابت من ثوابت الحركة وعلیھ، 

. ψالثابت  أسطحكتلتھا تساوي صفر، ومسار الجسیمات مقید لیكون واقعا على  إنكتلة أي 

تحصل علیھا من  أنكن ملكتلة الجسم المحدودة ی تباعد أقصىكمیة محفوظة، فان  pولان 

  :على النحو التالي poloidalسطح الفیض 

 

  وبالتالي 

 

  أو

 

ولان . poloidalھو تردد السیكلترون المقاس باستخدام المجال المغناطیسي  ωc,pol = qBpol/mحیث 

v  كان المجال  إذااقل،  أوھي من قیمة السرعة الحراریةpoloidal  قوي بما فیھ الكفایة لیكون نصف

، فان الحد الأول في المقام rاقل بكثیر من نصف القطر   poloidal rlpol ~ v/ωc,polقطر لارمور الـ 

ینحرف من  أنة الحراریة أو اقل، فان الجسیم لا یمكن عالسر قیمةأیضا من  δvولان . یھمل أنیمكن 

ینتج  poloidalولان المجال . poloidalسطح فیضھ الابتدائي بأكثر من نصف قطر لارمور الـ 

من متطلبات حصر الجسیم في أسطح الفیض المتماثلة حول  أنبواسطة التیار الحلقي، فانھ من الواضح 

  .المركز ھو وجود تیار حلقي

 field reversed ، وspheromaks ، وreverse field pinches ، وTokamaksأجھزة 

configurations متماثل  الأبعاداتزان ثلاثي حصر البلازما وھي كلھا عبارة عن تشكیلات مختلفة ل

 أسطحوكل التیارات الحلقیة المحیطة لتنتج مجموعة من  Solovevحول المحور وھي تتشابھ مع حل 

لیست تشكیلة متماثلة  Stellaratorsو . المتقاربة التي ترتبط بالمحور المغناطیسي poloidalالفیض 
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والمیزة التي نحصل علیھا من ھذه بدون تیارات حلقیة،  poloidalفیض  أسطححول المحور والتي لھا 

  .العملیة ھو الابتعاد عن التعقیدات التي تطرحھا حالة عدم التماثل المحوري

  

  

 التدفق: الاتزان الدینامیكي 9.9

باستخدام الافتراضات المبسطة للمجال  MHDسوف نناقش في البدایة الآلیة الأساسیة المحركة لتدفق 

لجھاز  الأساسيوالمبدأ ھذه الحالة مناسبة لحالة القوس الكھربي البسیط، . یر قابل للانضغاطالذاتي والغ

عمومیة حیث  الأكثرالحالة . المجنیتوھیدرودینامیك، والتیارات الكھربي المارة في المعادن المنصھرة

اتي الذي سوف المجال الذ إلى بالإضافةالبلازما قابلة للانضغاط ویوجد مجالات مغناطیسیة خارجیة 

  .نناقشھ

 

 بلازما غیر قابلة للانضغاط بمجال ذاتي فقط 1.9.9

 إنوھذا یعني . لا تساوي صفر (J× B)×∇التي تحرك التدفق تتضمن حالات حیث تكون  MHDالـ 

مصدرا  أوالخاص بھا یسبب ازدواج  curlغیر محفوظة وفي ھذه الحالة یكون الـ  MHD J × Bقوة 

غیر محفوظة فان التكامل الخطي المغلق  MHDعندما تكون قوة . للفورتكس الھیدرودینامیكي

سیكون محددا، في حین انھ بالمقابل للتكامل الخطي المغلق فان تدرج الضغط  

یوازن الازدواج الناتج بواسطة  أنوذلك لان تدرج الضغط لا یمكنھ .  یكون دائما صفر 

) حد اللزوجة(الفورتیكس  إخمادیشتمل على حد  أن، ومن الضروري J × Bالقوة الغیر محفوظة 

ناتجة عن التصادمات بین  أساساوتكون لزوجة البلازما . لموازنة الازدواج إمكانیة لأيلیسمح 

على النحو  MHDمعادلة حركة اللزوجة، تكون  وبإضافة. الایونات وھي عادة تكون صغیرة جداً 

  :التالي
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الحركة الدورانیة المغزلیة في (وسوف نركز على تولید الفورتكس . ھي اللزوجة الكینماتیكاυ حیث 

  :سوف نضع ھذه الافتراضات فإنناوالانتقال والاضمحلال ) الموائع

  .ρ = constالحركة غیر قابلة للانضغاط، وعلیھ فان  )1(

، الأحوالوعلى كل . وھذه افتراض ممتاز للمعادن المنصھرة، ولكنھ في موضع شك في حالة البلازما

كانت منطقة تولید الفورتكس ذات مقیاس اصغر من  إذایكون مقبولا للبلازما  أنھذا الافتراض یمكن 

والنتائج المتعلقة بالانضغاط سوف . تختلف من منطقة لمنطقة إنھاالتخلخل أو  أومناطق الانضغاط 

  .نناقشھا فیما بعد

 النظام لھ شكل اسطواني التماثل )2(

ھذا الشكل الھندسي یطابق . φ إھمالتستخدم مع  أنیمكن  r,φ,zالاسطوانیة  الإحداثیات

  .الكھربیة والأقواسالمجنیتوھیدوردینامیك 

وھذا یقید ). zو  rأي في المستوى ( poloidalفي الاتجاه الـ  Jوكثافة التیار  Uسرعة التدفق  )3(

انظر الشكل . (وھذا یجعل المجال المغناطیسي حلقي بالكامل poloidalالتیار الكھربي لیكون 

10.9.(  

شیوعا في حالة الكثافة الثابتة، والمائع الغیر قابل للانضغاط تمثلھ ھذه  poloidalالسرعات  أكثرومن 

  :المعادلة

 

ھذا  إنلاحظ . zعند الموقع  rالتي نصف قطرھا  ةالدائرھي فیض المائع خلال  ψ(r,z)حیث الدالة 

لان ). 34.9(والمعادلة ) 146.3(المستخدم في المعادلة  poloidalیشابھ دالة الفیض المغناطیسي الـ 

U  تقع بالكامل في المستوىr  وz  ولان النظام ذو تماثل محوري، فان الـcurl  للـU  سوف یكون في

) vorticity(نعرف القیمة القیاسیة الاسطوانیة  أنوبالتالي فانھ من المفید . φالاتجاه 
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، وھذا التعریف یختلف قلیلا عن التعریف الاصطلاحي للفورتسیتي 

)vorticity ( والتي ھي الـcurl  ھو  إضافيتشمل على معامل  لأنھاللسرعةr . ھذا التغیر الطفیف في

ً  أكثرھم جدا للدلالة اللفظیة، ولكن یجعل الریاضیات الجبریة التعریف م   .وضوحا

  نحصل على فإننا φ = ˆφ/r∇ولان 

 

 وھكذا فان

 

المعادلة یعطي  φ. ∇ × Q = ∇. (Q×∇φ)∇باستخدام العلاقة  φ∇بـ ) 67.9(وبمعالجة المعادلة 

  :التالیة

 

 أو

 

دورا ھاما في  vorticityوتلعب الـ . streamودالة   vorticityوھذه علاقة تشبھ علاقة بویزون بین 

وعلى ). الجھد الكھروستاتیكي(دورا في دالة الجھد  streamوتلعب دالة ) الكثافة والشحنة(المصدر 

لیس بالضبط مؤثر لابلاسیان وعندما یفك یصبح على النحو ) elliptic(كل حال، المؤثر البیضاوي 

  :التالي
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  .Grad-Shafranovمعادلة والذي یكون معاملھ في 

یكون بالكامل  أن، فان المجال المغناطیسي یجب poloidalافترضنا ان التیار یكون بالكامل  ولأننا

  :نكتبھ على النحو التالي أنحلقي وبالتالي یمكن 

 

وھذا یتفق مع الشكل التكاملي . zعند الموضع  rالتي نصف قطرھا ھي التیار المار في الدائرة  Iحیث 

  :نحصل على المعادلة التالیة) 71.9(للمعادلة  curlوالـ . ، أمبیرلقانون 

 

  .للمجال المغناطیسي streamتعمل مثل دالة  I إنوھذا یثبت 

 

  I(r,z)قناة التیار  12.9الشكل 
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  القوة المغناطیسیة تكون على النحو التالي

 

للحصول على تدفق  أساسي، وھذا شرط zتعتمد على  I2كانت  إذاوقد لوحظ وجود قوة محوریة 

  ).Marshall 1960(ومدافع البلازما ) Maecker 1955(الكھربیة  MHDالـ  أقواسمحوري في 

فان معادلة  U = −∇2U =∇χ×∇φ×∇×∇و  U2/2 = U·∇U+U×∇×U∇باستخدام المعادلات 

  :تصبح على النحو التالي) 64.9(الحركة 

 

 أو

 

نعبر عنھ الضرب الاتجاھي  أنیكون متدرج أو قیاسي أو من الممكن  أن إماوكل حد في ھذه المعادلة 

  :یعاد تجمیعھا لتصبح على النحو التالي أنوبالتالي فان المعادلة یمكن . φ∇الذي یشمل 

 

  :یكتب على النحو التالي أنیمكن   MHD E+U×B = ηJوبالمثل، قانون اوم للـ 
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وكذلك  poloidalتكون  Aتكون حلقیة بالكامل، فان  Bولان . ھي الجھد الكھروستاتیكي Vحیث 

  وعلیھ فان كلا من معادلة الحركة وقانون اوم عبارة عن معادلات من الشكل . φ∇متعامدة على 

 

. التفاضلیة الجزئیة المتماثلة محوریا والتي تشمل على الجھدوالتي ھي عبارة عن الشكل العام للمعادلة 

 )i(وذلك من خلال ) 78.9(ویمكن استخلاص معادلتین تفاضلیتین قیاسیتین مختلفتین من المعادلة 

المعادلة  إنق ما سبق فانھ سوف نرى یوبتطب. divergenceالتباعد  بأخذ) ii(و  ×∇.φ∇ بتطبیق

  :تصبح على النحو التالي) 78.9(

 

 أو

 

 عطيی) 76.9(بتطبیق ھذه الطریقة على المعادلة 

 

 أو

 

 :یكتب على النحو التالي أن، وھذا یمكن U = 0.∇لان 
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تكون محملة  χ/r2، فان قیاس الفورتسیتي I2/∂z = 0∂كانت  وإذاكان ھناك لزوجة  إذاوالتي تبین انھ 

یصف انتشار وتشتت  الأیمنوحد اللزوجة على الطرف . مع المائع، أي انھ متجمدة في المائع

غیر  I2كانت  إذایعمل كمصدر للفورتستي ویكون محددا فقط  r−4∂I2/∂zوالحد المتبقي . الفورتستي

 r=0بالقرب من  Iوبالتالي فان تأثیر قوي ذو  r-4لھ معامل مصدر الفورتستي . zمنتظمة في الاتجاه 

. zو  rتتوافق مع الدوران مع عقارب الساعة في المستوى  χالقیمة الموجبة لـ . تكون ھي المسیطرة

تتولد فورتكس بدوران  أنفان حد المصدر یكون سالبا، وھذا یعني  zھي دالة تزایدیة في  I2كانت  وإذا

قناة  إن 12.9افترض كما ھو موضح في المعادلة . في اتجاه عكس عقارب الساعة والعكس صحیح

سالبة ویتولد فورتكس بحركة دورانیة مع  I2/∂z∂في ھذه الحالة تكون . zبزیادة  أوسعالتیار تصبح 

  .عقارب الساعة

، وفي النھایة في للأعلى، ومن ثم یتدفق رأسیا zالمائع سوف یتدفق في اتجاه القطر عند قیم صغیرة من 

وتحملھ على تدفق المائع ینتج بواسطة مصدر الفورتستي . zاتجاه القطر للخارج عند قیم كبیرة من 

  .امتداد التدفق حتى یتشتت بواسطة اللزوجة

  :نحصل على  ×∇ .φ∇باستخدام ) 77.9(بتطبیق قانون اوم على المعادلة 

 

متشابھة مع الحمل بواسطة المائع وكذلك یكون لھ حد انتشار، وھذه المرة بالمعامل  I/r2 إنوبھذا یتبین 

η/μ0  

  )Bellan 1992(تلخص على النحو التالي  أنوعلیھ، فان نظام المعادلات یمكن 
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وھذا . یحل بالطرق التحلیلیة، ولكنھ یمثل سلوكا عاما یمكن وصفھ بطریقة نوعیة أنھذا النظام لا یمكن 

تحدد  أنوالشروط الحدیة یجب . zو  rوكلھا دوال في I وψ و χالنظام یشمل ثلاثة متغیرات قیاسیة ھي 

 فان فیض المائع موجھا بقوة خارجیةكان التدفق  إذا. نحصل على مشكلة واضحة المعالم أنلنتمكن من 

ψ  سیكون صفر عند الحدود حیثI فان  وبالأخص. سوف تكون محددة على الالكترودات عند الحدود

 χوالفورتیستي . ومنھا إلى الكاثودالبلازما  إلىفي البلازما ثم  دوالانوسوف یكون متدفقا من  Iالتیار 

  .سیكون لھا شروط حدیة تتلاشى عند حدود السطح

والحل المبدئي للمعادلة . تكون صفر في كل مكان ψفي البدایة، حیث لا یكون ھناك تدفق وبالتالي فان 

ولأي حالة معقولة، فان شكل . في حالة عدم وجود تدفق سوف یسبب في تیار بین الالكترودین) 86.9(

سیكون لھ مكان المصدر . وعلیھ فان مصدر الفورتستي سیتكون I2/∂z ≠ 0∂سیكون لھ  I(r,z)الدالة 

موجودة كما ھو محدد بالمعادلة  χما تصبح الفورتستي  وأول. r-4محدد نوعا ما بسبب المعامل 

بقیمة  ψ، وعلیھ فان )87.9(في المعادلة  ψ، فان الفورتستي تعمل كحد مصدر لفیض المائع )85.9(

، )88.9(عادلة سوف یتكون كما ھو موضح في الم U(r,z)وعلیھ فان التدفق . محددة سوف تتكون

  .I/r2و  χ/r2وھذا التدفق سوف یشمل كلا من 

یشكل مضخة طرد مركزي ذات تماثل حلقي والتي  r−4∂I2/∂zالحد  إننفكر في  یمكن أنوكتمثیل جید 

یبدأ ھذا التسریع القطري من مواقع . قیم صغیرة إلىكبیرة  rتعمل على تسریع المائع قطریا من قیم 

ویعمل الضخ بعد ذلك على تسریع المائع المحصور . حیث یكون نصف قطر قناة التیار ضیقة zعلى 

ھذا التولید للفورتكس یمكن . ، في اتجاه بعیدا من التیار الضیقzالمحور  لأسفل أو لأعلىبداخل القناة 

وقد . في جوار التیار الضیق J ×Bان نشاھده من خلال رسم متجھات توضح مقدار واتجاه القوة  أیضا

  .غیر محفوظة وتنتج قوة طرد مركز كم وضحنا ذلك J ×Bشوھد ان القوة 

قطریا للداخل في  تشكل مضخة لسحب المائع أنالمجنیتوھیدرودینامیك یمكن  أوالكھربیة  الأقواس

لكترود اتجاه الالكترود ذو نصف القطر الأصغر ومن ثم یقوم بقذف المائع محوریا بعیدا عن الا

وإشارة التیار لا تھم كثیرا، لان عملیة الضخ . الأصغر في اتجاه الالكترود ذو نصف القطر الأكبر

، )بدون وحدات( أبعادما وضعنا المعادلات في شكل لیس لھ  وإذا. zبالنسبة لـ  I2تعتمد فقط على مشتقة 

  .فان سرعة التدفق سوف تكون من رتبة سرعة الفین
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نحدد الضغط ومخطط الجھد  أن، فانھ من یصبح بالإمكان I ، وψ، و χوحالما نتمكن من تحدید 

لنحصل على المعادلة ) 78.9(للمعادلة ) divergence( التباعدوھذا یتم من خلال اخذ . الكھروستاتیكي

  :التالیة

 

أو الدوال في  Iو  ψو  χیشمل  Q، حیث الحد gالضغط والجھد الكھروستاتیكي موجود ضمنا في الحد 

χ  وψ  وI )معروف وبالتالي ) 89.9(وعلیھ، فان الطرف الأیمن في المعادلة ). مثال على ذلك السرعة

  ولمعادلة الحركة. الأیسریمكن اعتباره مصدرا لمعادلة بویزون للطرف 

 

  وعلیھ فان

 

   أنثابتة وتحقق نظریة برنولي بشكلھا الموسع أي  gmotionالمناطق التي یكون فیھا 

  

باستخدام (یعطى معادلة للجھد الكھروستاتیكي ) 77.9(للمعادلة ) divergence( التباعدبالمثل، بأخذ 

gauge  أنكولوم بحیث ∇.A = 0 .( وعلیھ فان الحل الكامل للتدفق الغیر قابل للانضغاط یحدد في

وبعد ذلك نجد حلا للضغط والجھد باستخدام الشروط الحدیة،  Iو  ψو  χالبدایة بالحل لكلا من 

  .الكھروستاتیكي
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